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本文主要应用 Morse 理论研究 p-Laplacian 方程的 Drichlet 边值问题非平凡
解和半线性情况下多重解的存在系性. 我们的非线性项是超线性的, 但是不满足




对于 p = 2 的半线性情形, 我们运用截断技巧和 Morse 不等式, 得到一个正
解、一个负解, 以及一个变号解.















In this thesis, we study the existence of nontrivial solutions for p-Laplacian equa-
tions with Drichlet boundary value by applying the Morse theory. The nonlinearity is
superlinear but does not satisfy the usual Ambrosetti-Rabinowitz condition (AR con-
dition) or its dual form near zero. We obtain nontrivial solution in the cases that the
nonlinearity is asymptotically linear near zero and superlinear near infinity, or it is su-
perlinear near zero and asymptotically linear near infinity. The key point in the proofs
is to compute the critical groups at infinfity and at zero, under the new assumptions.
In the case that p = 2, we obtain a positive solution, a negative solution and a
sign-changing solution via the truncated technique and Morse inequality.
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Ax = θ. (1.1)
这里 A : X → Y 是一个映射, X 和 Y 是两个 Banach 空间. 当这个非线性问
题具有变分结构时, 即存在可微的非线性泛函 Φ : X → R, 使得
〈Au, v〉 = 〈Φ′(u), v〉 = lim
t→0
Φ(u + tv)− Φ(u)
t
, u, v ∈ X. (1.2)
这时空间 X 的对偶空间 X∗, 则方程 (1.1) 的弱解等价于求
Φ′(u) = 0. (1.3)
的解 u ∈ X, 即 u 满足
〈Φ′(u), v〉 = 0, ∀v ∈ X. (1.4)
我们称满足 (1.3)的元素 u是泛函 Φ的临界点. 求解具有变分结构的非线性
问题的解等价于求其能量泛函的临界点,寻找泛函临界点所形成的数学理论称之
为临界点理论.
经典变分法求泛函极小, 而现代变分方法主要极大极小方法和 Morse 理论,
Morse理论揭示了泛函的临界点的个数及类型与泛函水平集的拓扑性质之间的深
刻关系. 它标志了大范围分析的开端.
下面是现代变分法中的一些主要内容介绍，这些内容可以在 [7, 19, 22, 25, 26]
找到.
设 X 是 Banach 空间, Φ : X → R 是 C1 泛函. 约定以下记号, 记 K = {u ∈
X|Φ′(u) = 0},Φc = {u ∈ X|Φ(u) ≤ c},Kc = {u ∈ K|Φ(u) = c}.
为了考察泛函的水平集的拓扑性质的变化与临界点存在性的关系,下面形变
性质是基本的.
定义1.1.1 (形变条件). 设 X 是Banach空间, Φ : X → R 是 C1 泛函. c ∈ R. 如
果对任意 ε > 0 和 Kc 的任何邻域 N , 存在 ε ∈ (0, ε̄) 和一个连续映射 η(t, u) :
[0, 1]×X → X 使得
(i) η(0, u) = u, ∀u ∈ X;
(ii) η(t, u) = u, ∀u /∈ Φ−1([c− ε̄, c + ε̄]);















(iv) η(1,Φc+ε N ) ⊂ Φc−ε;
则称 Φ 在水平 c 处满足形变条件.
在许多问题中, 形变性质由如下的 Cerami 条件来保证的.
定义1.1.2 ((C) 条件). 设 X 是Banach空间, Φ : X → R 是 C1 泛函. 对任意的
c ∈ R, 若任何满足
Φ(un) → c, (1 + ‖un‖)Φ(un) → 0 (n →∞)
的序列 {un} 都有收敛子列, 则称 Φ 满足 (C)c 条件, 若对任意的 c ∈ R, Φ 都满足
(C)c 条件, 则称 Φ 满足 (C) 条件.
极大极小方法和 Morse理论已成为现代临界点理论的重要组成,是研究具有
变分结构的微分方程解的存在性的两个重要办法. 在极大极小方法中, Ambrosetti
和 Rabinowitz[1]在 1973 年建立了的山路引理. 山路引理的建立是现代极大极小
方法的开端. 完全改变了研究具有变分结构的非线性问题的方法.
命题1.1.1 (山路引理 [1]). 设 X 是 Banach 空间, Φ : X → R 是 C1 泛函. 满足










是 Φ 的一个临界值. 这里 Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = θ, γ(1) = e}, 因此泛函 Φ
有一个临界点 u ∈ X 使得 Φ(u) = c.
20 世纪 80 年代, 张恭庆 [5, 6, 7] 建立和发展了孤立临界点的无穷维 Morse
理论, 把几种不同的临界点理论纳入了一个新的统一的理论框架. 同时张首先把
Morse 理论用于非线性微分方程的多解的存在性研究.
下面介绍 Morse理论的主要内容,设 X 是 Banach空间, Φ : X → R是 C1 泛
函. 满足 (C) 条件.
定义1.1.3 (临界群 [7, 19]). 设 u0 为 Φ 的一个孤立临界点, Φ(u0) = c, U 是 u0 的
领域, 使得 u0 是 Φ 在 U 中唯一的临界点, 我们称同调群
Cq(Φ, u0) := Hq(Φc ∩ U,Φc ∩ U\u0), ∀q ∈ Z.















定义1.1.4 (无穷远处临界群 [4], ). 设 Φ(K) 下方有界, α < Φ(K), Φ 满足 (C) 条
件, 我们称
Cq(Φ,∞) := Hq(X, Φα). (1.5)
是 Φ 在无穷远处处的 q 阶临界群. 由形变性质 Cq(Φ,∞). 与 α 的选取无关.
定义1.1.5 (Morse型数与 Betti型数 [7, 19]). 空间对 (X, Φa)的Morse型数和Betti型
数分别定义为
Mq := Mq(X, Φa) =
∑
u∈K
dimCq(Φ, u), q ∈ Z,
βq := βq(X, Φa) = dim Cq(Φ,∞), q ∈ Z.








q + (1 + t) Q (t) , (1.6)
这里 Q 是有非负整系数的形式级数.
命题1.1.3 ([7, 19]). 设 X 是Banach空间, Φ : X → R 是 C1 泛函. 满足 (C) 条件.
则
(i) 若对某 q ∈ Z 使得 Cq(Φ,∞) 6∼= 0, 则 Φ 必有临界点 u 满足 Cq(Φ, u) 6∼= 0.
(ii) 设 θ ∈ X 是 Φ 的孤立临界点, 若对某个 q ∈ Z 有 Cq(Φ,∞) 6∼= Cq(Φ, θ). 则 Φ
必有非零的临界点.
命题1.1.4 ([7, 19]). 设 X 是Banach空间, Φ : X → R 是 C1 泛函. u 是 Φ 的孤立
局部极小值, 则 Cq(Φ, u) = δq,0F .
命题1.1.5 ([3, 7, 19]). 设 X 是Hilbert空间, Φ : X → R 是 C2 泛函, 满足 (C) 条
件. u0 是 Φ 的孤立临界点, Φ
′′
(u0) 为Fredholm算子, 其零度 ν0 ≤ 1 则下列结论相
互等价
(i) C1(Φ, u0) 6∼= θ,
(ii) Cq(Φ, u0) = δq,1F,

















−∆pu = f(x, u), in Ω,
u = 0, on ∂Ω.
(1.7)
这里 Ω 是 RN 中光滑有界的区域, 用 p∗ 表示 p 的 Sobolev 共轭临界指数, 即
p∗ = NpN−p . 如果 p ≥ N , 则令 p∗ = +∞; 其中




表示 f(x, u) 的原函数, 且 f(x, 0) = 0.
−∆pu := −div(|∇u|p−2∇u)
是所谓的 p-Laplace 算子.
对非线性项 f(x, t) 假设以下条件.
(f∗) f ∈ C(Ω×R, R), 存在 q ∈ (p, p∗) 和 C > 0, 使得对所有 (x, u) ∈ Ω×R, 有
|f(x, u)| ≤ C(1 + |u|q−1).





(f2) 存在 θ > 0 使得在对有的 (x, t) ∈ Ω×R 和 s ∈ [0, 1] 有 θF(x, t) ≥ F(x, st)









F (x, u)dx. (1.8)
是 C1 的. 在 p = 2 时, Ambrosetti and Rabinnowitz [1] 用下面的条件 (AR)
∃θ > p,M > 0, s.t |t| > M, 0 < θF (x, t) ≤ f(x, t)t. (1.9)
得到问题 (1.7) 有两个非平凡的解, 随后王志强 [23] 通过计算无穷远处的临界
群, 得到问题 (1.7) 有三个非平凡的解, 但我们发现有些函数不满足 (1.9) 例如
f(x, t) = |t|p−2tlog(1 + |t|), 但满足 (f1), (f2), 故我们有下面一些结果.
设 λ1 和 λ2 是 −∆p 作用在 W 1,p0 上的第一特征值和第二特征值,有 σ(−∆p)∩
(λ1, λ2) = ∅. 其中 σ(−∆p) 是 −∆p 谱, 见文 [2].
(f0) 存在 ρ > 0, λ ∈ (λ1, λ2), 使得


















注记 (i)：在 p 6= 2 时, 由于至今对 p-Laplace 算子的谱仍不够清楚, 人们往往
用山路引理来得到问题 (1.7)的非零解;为此常常假设 0是泛函 Φ的局部极小点.
然而在本文中条件 (f0)下 0并不是泛函 Φ的局部极小点. 刘轼波在文 [16]中,由
条件 (f∗), (f0)) 和 (AR) 条件下得到问题 (1.7) 一个非平凡的弱解.
注记 (ii)：条件 (f2) 最初是由 Jeanjian[12] 在考虑 RN 上的半线性方程时引
入的,随后刘轼波 -李树杰 [17]对于更一般的 p > 1的情形,在条件 (f∗), (f1), (f2)
和 f(x, u) = −f(x,−u) 下, 证明了 (1.7) 的无穷多解的存在性.
注记 (iii): 假设对任意的 x ∈ Ω,当 t ∈ (0,+∞), f(x,t)|t|(p−2)t 关于 t是单调递增,当
t ∈ (−∞, 0), f(x,t)|t|(p−2)t 关于 t 是单调递减的. 则条件 (f2) 成立, 证明见文 [17, 命题2.
3].
条件 (f0)仅与 p-Laplace算子的前两个特征值有关. 与 K. Perera[21]一样,我
们也可以考虑与后面的特征值相关的情形. 设
(f∗0 ) λ = lim|t|→0
f(x, t)
|t|p−2t 对一致 x ∈ Ω 存在.
则我们有下面定理
定理1.2.2. 假设 (f∗)(f∗0 ), (f1), (f2) 成立, 且 λ 6∈ σ(−∆p), 问题 (1.7) 在 W 1,p0 中至
少有一个非平凡的弱解.




(f3) λ = lim|t|→∞
f(x, t)
|t|p−2t 对 x ∈ Ω 一致成立, λ ∈ R.
(f4) lim|t|→0
f(x, t)
|t|p−2t = ∞ 对 x ∈ Ω 一致成立.
(f5) pF (x, t)− f(x, t)t > 0 对所有的 x ∈ Ω 和 t 6= 0 成立.
定理1.2.3. 假设 (f3), (f4), (f5) 成立, 且 λ 6∈ σ(−∆p), 问题 (1.7) 在 W 1,p0 中至少有
一个非平凡的弱解.
注记 (i)：设
f(x, t) = λ|t|(p−2)t + (2 + sgn(t))|t|
(p−2)t
log(1 + |t|) ,















注记 (ii)：条件 (f3) 意味着我们的问题在无穷远处是渐近线性的. 在文 [10]
中 Drábek-Robinson 在著名的 Landesman-Lazer 条件下, 得出问题 (1.7) 的解的存
在性, 但是他们没有讨论非零解的存在性. 值得指出的是, 在文 [10] 中, 他们甚至
允许在无穷远处共振, 即 λ ∈ σ(−∆p) 的情形.
注记 (iii)：这个结果改进了近来郭玉霞 - 刘嘉荃 [11, 定理1. 2] 的结果, 他们
在条件 (f3), (f5) 和其中,
(f∗4 ) 给定 ν ∈ (1, p), 存在 r, a > 0 使得
F (x, t) ≥ a|t|ν , (x, t),∈ Ω× (−r, r).
下得到一个非平凡的解. 显然本文条件 (f4) 比 (f∗4 ) 弱.
他们这个结论推广了文 [20, 定理3] 的结果. 类似的结果可见文 [18]. 但注记
(i) 中例子并不满足这些文章所假设的条件.
注记 (iv)：当条件 (f3), (f4), (f5)成立时和当 |t|很小时, f(x, t)关于 t是奇函
数成立时, 王志强在文 [24] 得到无穷多解.
受蒋美跃 - 张恭庆 [9] 的启发, 下面我们对半线性情形 p = 2, 考虑问题 1.7.
我们首先设
(f6) 存在 ρ > 0 使得当 |t| ≤ ρ 和 x ∈ Ω 时, 有




定理1.2.4. 假设 (f∗), (f1), (f2), (f6) 成立, p = 2, 则问题 (1.7) 在 W
1,2
0 中至少有一
个正解、一个负解. 如果问题 (1.7) 只有有限个正解和有限个负解, 那么它一定有
一个变号解.
特别地, p = 2 时问题 (1.7) 一定有三个非零解. 在条件 (AR) 下相应的结果
是王志强 [23] 证明的.
注记: (f6) 意味着 θ 是泛函 Φ 局部极小值点, 从而由山路引理, 得到一个山
















−∆pu = f±(x, u), in Ω,





f(x, u), u > 0,
0, u ≤ 0.
f−(x, u) =
{
0, u ≥ 0,
f(x, u), u < 0.
(2.2)








都是 C1 的. 其中 F±(x, u) =
∫ u
0 f±(x, v)dv.
在本章中,我们来计算泛函 Φ及 Φ± 在无穷远处的临界群,以及 Φ在零点处
的临界群.
§2.1 无穷远处的临界群
引理2.1.1. 假设 (f∗), (f1), (f2) 成立, 则 Φ 和 Φ± 满足 (C) 条件.
泛函 Φ 满足 (C) 条件已由刘轼波和李树杰在文 [17] 中证明. 用类似的方法,
我们可以证明 Φ± 也满足 (C) 条件.
引理2.1.2. 假设 (f∗), (f1), (f2) 成立, 则 Ck(Φ,∞) ∼= 0.





















































那么对任意的 u ∈ S, 存在 t0 > 1 使得 Φ(t0u) ≤ a, 由 (f2) 得





























pa < 0. (2.3)
再由隐函数定理, 存在唯一的 T ∈ C(S,R), 使得 Φ(T (u)u) = a. 利用连续
函数 T , 我们可以用 [16] 中的方式构造一个从 X\{0} 到 Φa 强形变收缩. 由于
dimX = +∞, 我们得到
Ck(Φ,∞) = Hk(X, Φa) ∼= Hk(X, X\{0}) ∼= 0.
注记:在 (f∗)和 (AR)条件下,由王志强 [23]得到 (p = 2)引理 2.1.2结果,刘
轼波在文 [16] 中, 将这个结论推广一般情形 (p > 1).
引理2.1.3. 假设 (f∗), (f1), (f2) 成立, 则 Ck(Φ±,∞) ∼= 0.
证明. 首先我们证明 Ck(Φ+,∞) ∼= 0,










































































于是,和前面一样,利用隐函数定理,可以构造一个从 X\P− 到 Φa 强形变收
缩, 从而
Ck(Φ+,∞) = Hk(X, Φa+) ∼= Hk(X, X\P−) ∼= 0.
上述等式最后一个同构是由于 X, X\P− 都是星形区域 (注意 0 ∈ X\P−),因而可
缩.











引理2.2.1. 假设 (f∗), (f4), (f5) 成立, 则 Ck(Φ, 0) ∼= 0.




|s|p = −∞. (2.4)
事实上, 对任何的 sn → 0, 令 vn = snu. 那么
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